
itagorasen teorema ez da
geometriaren bidez froga
daitekeen bakarra.

Matematikako berdintza eta des-
berdintza asko irudi geometrikoak
erabiliz egiazta daiteke. Artikulu
honetan horietako batzuk aurkez-
tuko dizkizugu.

Lehenengo irudian oinarrizko
formuletako baten egiaztapen geo-
metriko sinplea ikus dezakegu:

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

Bigarren irudian aurreko for-
mularen antzekoa den

(a - b)2 = a2 - 2ab + b2

formulari dagokion adierazpen
geometrikoa dugu. Kontura gaite-
zen b2 batugaiari dagokion karra-
tua ab batugaiari dagokion laukizu-
zenaren barnean dagoela eta a2

karratuari bi aldiz ( -2ab) kentzen
zaiola.

Bigarren irudian b2 karratua a2

karratutik ateratzen badugu (3.
irudia), marratutako azalera, 2ab,
ez da aldatzen. Orain, ondoko des-
berdintza agerian dugu:

2ab ≤ a2 + b2

Desberdintzekin segituz, aurre-
koaren baliokide den beste desber-

dintza baten frogapen geometrikoa
erakusten digu 4. irudiak:

4ab ≤ (a + b)2

Kalkula dezagun orain infinitu
batugai duen batuketa (5. irudia). 1
aldeko karratuari bere erdia eran-
tsiz, 1 + 1/2 = 3/2 lortuko dugu.
Batura horri karratuaren laurdena
gehituta, 1 + 1/2+ + 1/4 = 3/2 +
1/4 = 7/4 emaitza dugu. Azken
honi zortzirena gehituz gero, 1 +
1/2 + 1/4 + 1/8 = 7/4 + 1/8 =
=15/8. Irudian ikus daitekeenez
batura hori 2 baino txikiagoa da.
Hurrengo batugaia, 1/16, bete
gabe dagoen hutsunean sar daiteke.
Estali gabe geratzen den hutsunean
hurrengo batugai guztiak sartu
ahal izango ditugu beti. Azkenik,
1x2 laukizuzena estaliko dugu.
Hortaz,
berdintza lortuko dugu. Berdintza
horretan agertzen diren puntuek

infinitu batugai dagoela adierazten
dute.

Beste formula batera pasatuz,
lehenengo zenbakien batura kalku-
latuko dugu. Horretarako oinarriz-
ko karratuez baliatuko gara. (Ikus
6. irudia).

5 6 1993.eko ekaina

?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f
O2@@@??@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f

?O2@@@@@@??@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f
?O2@@@@@@@5??@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f

?O2@@@@@@@@@H??@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f
?W2@@@@@@@@@@@e?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f
O&@@@@@@@@@@@@e?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f

W2@@@@@@@@@@@@@5e?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?f
?O&@@@@@@@@@@@@@@H

?W2@@@@@@@@@@@@@@@@?
O&@@@@@@@@@@@@@@@@@?

W2@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?
?O&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?

?W2@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5
O&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H

W2@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?
?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?
O&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

W2@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@
?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?
7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?

?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?g?W2@@@@@@@@@@? W2@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@?hW2@@@@@@@@@@@@hW2@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@h?W2@@@@@@@@@@@@?hf?O2@@@@@@@@@@@@@@@@@@@6K ?W2@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@6K
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?7@@@@@@@@@@@? 7@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@?h7@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@h?7@@@@@@@@@@@@5?he?W2@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@6X?hf?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@6Khg

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(M? ?@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@@h7@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@(Y?heW&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@)Xhf?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@6Xhf
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@0Y ?@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@5h@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@g?W&@@@@@@@@@@@@Hhe?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@)X?heJ@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@)X?he

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(M J@@@@@@@@@@@5? ?J@@@@@@@@@@@@@Hg?J@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@5?h?@@@@@@@@@@@g?7@@@@@@@@@@@@5?heW&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@1?he7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@1?he
?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y? 7@@@@@@@@@@@H? ?7@@@@@@@@@@@@@?g?7@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@H?h?@@@@@@@@@@@L?fJ@@@@@@@@@@@@@H?h?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@Lhe@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@Lhe
J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y @@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@?g?@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@he?@@@@@@@@@@@1?f7@@@@@@@@@@@@5he?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@1he@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@1he

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y? @@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@5?g?@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@he?@@@@@@@@@@@@?e?J@@@@@@@@@@@@(Yhe?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he
W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H ?J@@@@@@@@@@@5 J@@@@@@@@@@@@@H?gJ@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@5he?@@@@@@@@@@@@?e?7@@@@@@@@@@@@H?heJ@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5? ?7@@@@@@@@@@@H 7@@@@@@@@@@@@@h7@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@Hhe?3@@@@@@@@@@@?eJ@@@@@@@@@@@@5hf7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he
?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y? ?@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@@h@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@?he?N@@@@@@@@@@@??W&@@@@@@@@@@@(Yhf@@@@@@@@@@@@@(M?fI'@@@@@@@@@@@@@5h?@@@@@@@@@@@@(M?fI'@@@@@@@@@@@@he
J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@5h@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@?hf@@@@@@@@@@@??7@@@@@@@@@@@@H?hf@@@@@@@@@@@@@Hg?N@@@@@@@@@@@@@HhJ@@@@@@@@@@@@Hg?N@@@@@@@@@@@@he

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@L J@@@@@@@@@@@5? ?J@@@@@@@@@@@@@Hg?J@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@5?hf@@@@@@@@@@@??@@@@@@@@@@@@5hf?J@@@@@@@@@@@@5?h@@@@@@@@@@@@@?h7@@@@@@@@@@@5?h@@@@@@@@@@@@he
?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@)K? 7@@@@@@@@@@@H? ?7@@@@@@@@@@@@@?g?7@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@H?hf@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Yhf?7@@@@@@@@@@@@H?h@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@H?h@@@@@@@@@@@5he
J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@?g?@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@ @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?hf?@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@5?h@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@Hhe

?W&@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? ?J@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@@5?g?@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@ @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@@h?J@@@@@@@@@@@@H?g?J@@@@@@@@@@@@h?J@@@@@@@@@@@?he
?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? ?7@@@@@@@@@@@H J@@@@@@@@@@@@@H?gJ@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@5 @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@5h?7@@@@@@@@@@@@h?7@@@@@@@@@@@@h?7@@@@@@@@@@@?he
J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5? ?@@@@@@@@@@@@? 7@@@@@@@@@@@@@h7@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@H @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5? J@@@@@@@@@@@@Hh?@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@5h?@@@@@@@@@@@5?he
7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H? ?@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@@g?J@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@? 3@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y? 7@@@@@@@@@@@@LhJ@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@HhJ@@@@@@@@@@@H?he

?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ J@@@@@@@@@@@5? ?J@@@@@@@@@@@@@@gO&@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@? N@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H @@@@@@@@@@@@@)X?f?W&@@@@@@@@@@@@5hJ@@@@@@@@@@@@Lg?W&@@@@@@@@@@@hf
?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5 7@@@@@@@@@@@H? ?7@@@@@@@@@@@@@@@@6?2@@@@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@5? ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5? @@@@@@@@@@@@@@)KfO&@@@@@@@@@@@@@Hh7@@@@@@@@@@@@)K?fO&@@@@@@@@@@@@hf
J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H @@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@H? ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y? ?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5hf
7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@H ?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@Hhf

?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? ?J@@@@@@@@@@@5 J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5hJ@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@@@@5? ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?g?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?hf
?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5? ?7@@@@@@@@@@@H 7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@Hh7@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@@@@@(Y? ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?g?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?hf
J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H? ?@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@@@@@H J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5hg
7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ J@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@? ?@@@@@@@@@@@@@@@5? 7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Yhg
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 7@@@@@@@@@@@5? ?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?g?J@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@? ?@@@@@@@@@@@@@@@H? @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5hJ@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@0Y?hg

?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@0M @@@@@@@@@@@@H? ?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?g?7@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@5? ?@@@@@@@@@@@@@@5 @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@Hh7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@0M?
?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(M @@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@H? ?@@@@@@@@@@@@@(Y ?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@0M?
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H? ?J@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@H? ?7@@@@@@@@@@@@@(M?e?I'@@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(M
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5 ?7@@@@@@@@@@@H J@@@@@@@@@@@@@@(M??I4@@@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@@(YgV'@@@@@@@@@@@@5?g?J@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@? 7@@@@@@@@@@@@@(Yg@@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@@H?h@@@@@@@@@@@@H?g?7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@L?
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? ?@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@(Y?g@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@? J@@@@@@@@@@@@5h?7@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@1?
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@L J@@@@@@@@@@@5? ?J@@@@@@@@@@@@@Hg?J@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@? J@@@@@@@@@@@@? 7@@@@@@@@@@@@Hh?@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@)K? 7@@@@@@@@@@@H? ?7@@@@@@@@@@@@@?g?7@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@? 7@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@@5hJ@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@L
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@@?g?@@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@5?g?J@@@@@@@@@@@@5? @@@@@@@@@@@@5? @@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@@Hh7@@@@@@@@@@@@V'@@@@@@@@@@@@1
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@5?g?@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@H?g?7@@@@@@@@@@@@H? @@@@@@@@@@@@H? @@@@@@@@@@@@5?hJ@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@5?N@@@@@@@@@@@@@
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?J@@@@@@@@@@@@ J@@@@@@@@@@@@@H?gJ@@@@@@@@@@@@5h?@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@@ ?J@@@@@@@@@@@@ ?J@@@@@@@@@@@@H?h7@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@H??3@@@@@@@@@@@@L?
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?7@@@@@@@@@@@@ 7@@@@@@@@@@@@@h7@@@@@@@@@@@@HhJ@@@@@@@@@@@@@L?f?W&@@@@@@@@@@@@@ ?7@@@@@@@@@@@@ ?7@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@e?N@@@@@@@@@@@@1?
?3@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@@h@@@@@@@@@@@@@?h7@@@@@@@@@@@@@)KfO&@@@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@f@@@@@@@@@@@@@?
?N@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@5h@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@@h?J@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@5f@@@@@@@@@@@@@?
3@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5hJ@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@h?J@@@@@@@@@@@@@Hg?J@@@@@@@@@@@@5?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? ?@@@@@@@@@@@@? J@@@@@@@@@@@@5h?7@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@Hf3@@@@@@@@@@@@L
N@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@Hh7@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5h?7@@@@@@@@@@@@@?g?7@@@@@@@@@@@@H?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5? J@@@@@@@@@@@@? 7@@@@@@@@@@@@Hh?@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@?fN@@@@@@@@@@@@1
?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@Hh?@@@@@@@@@@@@@5?g?@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H? 7@@@@@@@@@@@@? @@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@@5h7@@@@@@@@@@@@?f?@@@@@@@@@@@@@
I'@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?h3@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5 @@@@@@@@@@@@5? @@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@5?f?3@@@@@@@@@@@@
?V'@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?hN@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@?hJ@@@@@@@@@@@@@hJ@@@@@@@@@@@@5he@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H @@@@@@@@@@@@H? ?J@@@@@@@@@@@@5?hJ@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@H?f?N@@@@@@@@@@@@L?
V4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5?h7@@@@@@@@@@@@@h7@@@@@@@@@@@@Hhe3@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5? @@@@@@@@@@@@ ?7@@@@@@@@@@@@H?h7@@@@@@@@@@@@?g?J@@@@@@@@@@@@h@@@@@@@@@@@@1?
I4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he?3@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@H?h@@@@@@@@@@@@@5h@@@@@@@@@@@@@?heN@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y? ?J@@@@@@@@@@@@ ?@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@5?g?7@@@@@@@@@@@@h3@@@@@@@@@@@@?
?I4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@5he?V'@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@Hh@@@@@@@@@@@@@?he?3@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@(Y ?7@@@@@@@@@@@5 ?@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@H?g?@@@@@@@@@@@@5hN@@@@@@@@@@@@L

I4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@HhfV4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@@5?he?V4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@0Y? ?@@@@@@@@@@@@H ?@@@@@@@@@@@@5he@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@Hh?@@@@@@@@@@@@1
I4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@? I4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@he@@@@@@@@@@@@@?h@@@@@@@@@@@0Y?hf?I4@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@0M? ?@@@@@@@@@@@@? ?@@@@@@@@@@@0Yhe@@@@@@@@@@@@h?@@@@@@@@@@@@?h?@@@@@@@@@@@@@

M
a
t
e
m
a
t
i
k
a
r
e
n
 
i
n
g
u
r
u
a
n

Frogapen
geometrikoak

P. Angulo

P

a

b

a2

ab

ab

2b

a b

1. irudia.

2b

ab

ab

a

b

3. irudia.

a

b

ab
ab

ab
ab

4. irudia.

b

a

ab

ab

b

2. irudia.

 1 + 
2
1 + 

4
1 + 

8
1 + 

16
1  + ..... = 2



Horrela segituz gero, lehenengo
n zenbakien batura kalkulatuko
dugu (ikus 7. irudia).

hots,

Oinarrizko karratuak erabiliz
beste formula batzuk froga ditza-
kegu. 8. irudiak agerian uzten digu
zenbaki bakoitien baturak zenbaki
karratuak direla.

Zer gertatzen da zenbaki bikoi-
tiekin?. Ikus dezagun.

Zenbaki bikoitien baturek ez
dute karraturik osatzen; laukizu-
zenak baizik. (Ikus 9. irudia).

Horra hor beste formula berri
baten adierazpen geometrikoa.

Bukatzeko, beste formula zaila-
go baten azalpen geometrikoa
emango dugu;

13 + 23 + 33 + ... + n3 =
= (1 + 2 + 3 + ... + n)2

formularena, alegia.
Aurreko formulen adierazpenen

ildoari jarraituz, ondoko berdin-
tzak lortuko ditugu:

eta emaitzak
oro-

kortuz, aipatu formula lortuko
genuke.
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7 IRUDIA

1 1 + 23

1 9

1  +  2    +  333

36

1  +  2    +    3      +     4333

100

6. irudia.

8. irudia.

9. irudia.

10 irudia.

7. irudia.

 1 + 2 + 3 + ... + n  =  
2

n (n + 1)
 .

 1  =  1

1 + 3  =  4  =  2
2

1 + 3 + 5  =  9  =  3
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.......................

1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1)  =  n2 

 2  =  1 x 2

2 + 4  =  6  =  2 x 3

2 + 4 + 6  =  12  =  3 x 4

2 + 4 + 6 + 8  =  20  =  4 x 5

.....................................

2 + 4 + 6 + 8 + ... + 2n  =  n (n + 1) 
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